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Torsion tensors of the connections on Grassman’s manifold and 

centered Grassman’s manifold 

Olga Belova 

Abstract. Grassman's manifold )n,m(Gr=V  (space of m –planes 
m

L ) is considered in 

the projective space 
n

P . Centered Grassman's manifold (space of centered planes, 

passing through one point) is considered in the centerprojective space *

n
P . Principal 

fiber bundles are associated with them. A fundamental-group connections are given in 

that fiberings. The torsion objects of the connections are introduced. It is shown [1] , 

[2] , that the given objects are tensors.  

Introduction

We shall put a projective n –space 
n

P  to moving frame }A,A{
I

)n1,=,...K,J,I( , 

which infinitesimal displacements are defined by the formulas:  

.(1)AAA=dA,AA=dA
IJ

J

IIII

I ωωθωθ +++

The Pfaffian forms   ,Iω    ,I

J
ω    

I
ω    satisfy the Cartan's structure equations of 

the projective group )n(GP , acting in the projective space 
n

P :  

.(2)=D,=D,=D
J

J

II

I

J

K

K

I

J

I

K

K

J

I

J

I

J

JI ωωωωωωωδωωωωωω ∧∧+∧+∧∧
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Grassman's manifold

In the space 
n

P  we shall consider Grassman's manifold  )n,m(Gr=V  of all m –

dimensional planes 
m

L . Let's produce specialization of the moving frame }A,A,A{
a α

( m1,=,a � ; n1,m=, +�α ), putting the tops 
a

A,A  on the plane 
m

L . The equations of 

stationarity of the m –plane 
m

L  have the form:   0,=αω    0=
a

αω . The dimensionality of 

Grassman's manifold is equal to the quantity of basis forms, i.e.  

1).m)(mn(=Vdim +−

The principal fiber bundle )V(G  is constructioned over Grassman's manifold V , 

the subgroup G  of stationarity of the plane 
m

L  is the typical fiber and Grassman's 

manifold V  is the base. The projective group )n(GP  is the fibering and the projection 

V)n(GP: →π  maps to any element of group )n(GP  the plane VL
m

∈  which is invariant 

under an action of this element. The principal fiber bundle )V(G  has principal factor 

fiber bundles )V(H  The typical fiber of the )V(H , the factor group H , actions on the 

plane 
m

L  and on the dual plane. 

In the principal fiber bundle )V(G  we shall set fundamental–group connection 

by G.F. Laptev's method. The group connection object Γ  has [3]  subobject  

},,L,,,,L,,L{= ab

aa

ac

b

a

b

aba

1

α
βγ

α
βγαααααα

ΓΠΓΓΓΓ

which giving connection in the factor fibering )V(H  by means of the forms  

,L=~,L=~
c

ac

b

a

b

a

b

a

bb

abaaa α
α

α
α

α
α

α
α

ωΓωωωωΓωωω −−−−

.L=~,=~
a

a

b

b

aaaa

γα
βγ

γα
βγ

α
β

α
β

α
α

α
α

ωΓωωωωΠωΓωω −−−−

Substituting into the structure equations of the basic forms ,αω    αω
a

 of 

Grassman's manifold the connection forms, we come to the following equations:  

,SSS~~=D
ba

ab

a

aa

a

γβα
βγ

γβα
βγ

γβα
βγ

α
β

βαα ωωωωωωωωωωω ∧+∧+∧+∧+∧−
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,SSS~~~=D
cb

bc

ab

b

aaaa

b

aba

γβα
βγ

γβα
βγ

γβα
βγ

αα
β

βαα ωωωωωωωωωωωωω ∧+∧+∧+∧−∧+∧−

where the components of object S  are expressed under the formulas:  

,=S],=S,L=S,L=S
]a[a

ababaaa

][ γ
α

β
α
βγγ

α

β

α
βγβ

α
γ

α
βγ

α
βγ

α
βγ

α
βγ

ΓδΓδδΓ −−+ �

�

].(3)]=S,LL=S cb

a

bc

a

bc

a

b

a

b

a

b

a

b

a

α

βγγ
α

β

α
βγ

α
γββ

α
γγ

α
β

α
βγ

ΓδΓδδδΠδ
�

��

�
+−−+−

Square brackets mean antisymmetrization on extreme indexes. The right parts 

of the given equalities contain only components of subobject 
1

Γ , we shall name, 

therefore, object S  the torsion object of subconnection 
1

Γ . 

Taking into account the differential comparisons of the components of 

subobject 
1

Γ [3] , we come to comparisons modulo basic forms αω , αω
a

:  

0,S2S2SS0,SSS a

b

baba

b

aa

][aa

a

][
≡++−≡++ ωωω∆ωω∆ α

βγ
α
βγ

α
βγ

α
βγ

α
βγ

α
βγ

α
βγ

0,SSS0,SSS
ab

ab

][aa

bacab

c

ab ≡−+≡−− ��

��
ωω∆ωω∆ α

βγβγ
α
βγ

α

γβ

α
βγ

α
βγ

0,SSS0,SS2SS cb

aa

bcbc

aa

b

c

cb

a

b

a

b

a
≡−−≡−++ ��

��
ωω∆ωωω∆ α

γβ

α
βγ

α
βγ

α
βγ

α
βγ

α
βγ

α
βγ

from which it follows 

  

Theorem 1 The torsion object }S,S,S,S,S,S{=S bc

a

b

aa

aba α
βγ

α
βγ

α
βγ

α
βγ

α
βγ

α
βγ

 of the 

subconnection 
1

Γ  of the fundamental–group connection Γ  on Grassman's manifold   

)n,m(Gr  of m –dimensional planes in the projective space 
n

P  is a tensor and none 

proper subset of it components is not a tensor.   

Centered Grassman's manifold
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In the space 
n

P  we shall consider centered Grassman's manifold  )n,m(Gr=V 00

(a family of m –dimensional planes, passing through one point). Let's produce 

specialization of the moving frame }A,A,A{
a α

, putting the top A  in this point and the 

tops 
a

A  on the centered plane ]A,A[=L
a

*

m
. At fixing a point A  we have identities 

0=Iω , transforming the space 
n

P  in centerprojective space *

n
P . From the formulas (1)

we can see that the equations of stationarity of the plane 0*

m
VL ∈  have the form:   

0=
a

αω . The forms αω
a

 for the centered Grassman's manifold 0V  are basics, 

)mn(m=Vdim 0 − . From (2)  we have the structure equations of the basic forms:  

).(=D b

a

b

aba
ωδωδωω α

β
α
β

βα −∧

The principal fiber bundle )V(G 0*  is constructioned over centered Grassman's 

manifold 0V , the subgroup *G  of stationarity of the plane 0*

m
VL ∈ [4]  is the typical 

fiber. In the principal fiber bundle )V(G 0*  we shall set a fundamental–group 

connection by G.F. Laptev with help of the forms:  

,=~,=~,=~
b

abaa

a

a

c

ac

b

a

b

a

b

β
αβαα

γα
βγ

α
β

α
β

α
α

ωΓωωωΓωωωΓωω −−−

,=~,=~
a

a

b

b

aaa

β
αβαα

α
α

ωΓωωωΓωω −−

in which there are the components of the connection object Γ [4] . 

Substituting into the structure equations of the basic forms αω
a

 of the manifold 

0V  the forms of dual line connections a

b

~ω , α
β

ω~ , we come to the following equations:  

,S)~~(=D
cb

bc

a

b

a

b

aba

γβα
βγ

α
β

α
β

βα ωωωδωδωω ∧+−∧

where the components of object S  are expressed under the formulas:  

].]=S bc

a

cb

a

bc

a

�

��

� −
γ

α

β

α

βγ

α
βγ

ΓδΓδ

This object S  is a torsion object of the pair of dual line connections 

ΓΓΓ α
βγα

⊂},{ aac

b
. Taking into account the differential comparisons of the components 

aac

b
, α

βγα
ΓΓ  of the connection object Γ , we come to comparisons modulo basic forms:  
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0.S bc

a
≡α

βγ
∆

  

Theorem 2 The torsion object }S{=S bc

a

α
βγ

 of the pair of dual line connections of 

centered Grassman's manifold )n,m(Gr0  is a tensor.   

  

Remark 3 The space Π  of all centered m – dimensional planes was studied in 

the work [5] . It is said that the torsion object of the group subconnection in the space 

Π  is quasi–tensor. At normalization of the space of centered spaces this quasi–tensor 

becomes a tensor.   
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�� ������
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��



0�12��3)��4
5�
/
521��
56���
521��
56��5��
	�7�

� (8�

������
����� (�����������

� � �����
��) � ���������
 �������
����. �
�

����� ����������������$ ���� ���
�����
�� ������
����� (��� �����
��) �

���������
 �������
���� � ���� ���
�����
�� ������
����� (�����������

� �

�����
��) � !�����������
 ��� ��������������
 �������
����. -��
���
��


�����������
�� 	��	���$ ����
���
�� 
� 
���������� �������
����

����
����

�� ��	 ��������� �������
���� �����
� �� ��
��
��
��

��������

���� (���������) ��#�� ��
�
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�
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!������������� �������
���� [3]. .�	 �������
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�����������"#�	 �����
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	 - �� 1980 �.; &���� [4], 

�� �
�� ������
� ���������� [2] - ���������$ 
�������

��. 0���
����

�����	�� � ��
, ��� � ��������������
 �����
�� ����
�������
�� ������
����

����������������$ � ��������� �������
���� � 
��������� ������
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���
�
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�
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����
����
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�� �������� ������
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�
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���� 
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� ���������� [2]. 
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�������
� ���� "...��������$�	 �

������ �
�	 ������
��, 
�����$�	 �����	�$ �� ��#�����

��, ��� ��
�����	 �

��
�
 ������
�
 ��2����
 [���
����	 � �����
��], � ����������$ ��

������
��, ��� ����
���
� ��������$
�
 ������
..." [6]. -�������
� ����

��������

� ��2	�
��$ � ���
����" �����������
�� ���
�����
��

������
�����, � �������	"#�� ����
���� �����
�� � ���������
 �

���������������
 �������
�����, � ������
� ��	��
� !�� �����������
�	, �

����

�" ������
���$ !��� �����
��. ������ �
����� �������� ���
����	
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�����
�	. 0�
 ��
�
 �
���������	 ��������
�� ���#�
�� �� ���������������

� ��������� �������
����. ���������
�� ������� ��������
�	 �����
��, 

�������

�� � ������ [4] ��	 �� �
�	 ������
 ���
����������

�����������
��, ������������ ��
��������
�" �
)��
���" � � ��
��

�����
�	�. -� !��
 ��
���
�� 
�
� ���������	 ���
����	 ����������������

�����
��, ������	 �����
	�� ������������ �����$����. 

�������	
 ����������	���
� ��	���	�

����
���������	 ��������������� �������
���� sn

s
E + ���
��
���� sn + �

�
�����
 �
����� s . ����$
i

e  ( sn1,...,=i + ) - ����
��
�����

�� ����� � sn

s
E + ��

���
��
��
i

e  ( n1,...,=i ) � 

�
����
��
��
i

e  ( sn1,...,n=i ++ ) ����

�

������
��$
�� ��������. .���� ���
�
	"��	 ����
���
�	: ��	 ������� z �

������
���
�
n1

z,...,z , 
sn1n

z,...,z
++

 - 
snsn1n1nnn11

ez...ezez...ez=z
++++

+++++ ; ��	

����	�
��� ���������
�	 �������� x � y  - 
snsn1n1nnn11

yx...yxyx...yx=xy
++++

−−−++ ; 

��	 ���������
�� ���
� ������� z  - 2

sn

2

1n

2

n

2

1

2 z...zz...z=z
++

−−−++ . -�� �
������"�

�����������
�	 sn

s
E + � ���	, ��	 ����#�
�	 - � 
�������
�
 
�����
 �������

�������� o , �����
	"#�� ���������
�� ������	
�	 
���� �����
�. ������
�, 

�
�������
�� ����
� �����������
�	
� �����������
�	 �������� �����
	"�

����	�
�� ���������
�	. 

����� 1. ����� sn

s

sn

s
EE: ++ →ϕ  - ���	
���	
����, �	���������

�
���������� �����	���� ����� �	�����. � �����
jij

j
ii

ea=)e(=e �ϕ  - 

�		�
����
����� ���	
���	
���� 
������� 
���	�	
. �	��� 
���	��
i

e  - 
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� (;�

������	 ����
������ � ������� ||a||
ij

 - 	��	�	�������; ���	�� �������

�������
���� ��������� )n1,...,=i( � ����	��������� )sn1,...,n=i( ++ 
�����	

	��	�	������� 
���	��.

 	����������
	. .�������
� ����
����$ ��
��
�" 
�������
���$

��������
i

e . ����$ !�� ������� - ��
��
� ������
��. 0���� �����
	���	

����
����, � ������
 
� ��� ��
���
�� λ � µ ���
� 
��": 

sns1n1nn11
e...e=e...e

++
++++ µµλλ . �������
 � ����
���� ��������� ��������: 

2

s

2

1

2

n

2

1
...=... µµλλ −−−++ . � !��
 ����
���� ����� - 
����������$
�	, ������ - 


����������$
�	 ������
�. 3���������$
�, ��� ��
���
�� λ � µ ���
� 
��". 

��� �� � �����������", � /�

� ������
�. 

 ������ 1. ���	
���	
���� sn

s

sn

s
EE: ++ →ϕ , �	��������� �
����������

�����	���� ����� �	�����, ���� ������	� 
�����	 	��	�����	� 	�	
�������

iiii
ex=xex=x �� → ��	�������
� sn

s
E + �� ��
�. !�	 ���	
���	
����

�������
���� ���
�	�
����	
	 �
������ - 
������� 
	���� ������ o . "�	

	����
����� ������������ ������	� �������� ���
����� � 	��	�	�����	�

��������:  

(*)

xa...xaxa...xa=x

...

xa...xaxa...xa=x

xa...xaxa...xa=x

...

xa...xaxa...xa=x

snssnn1n1snnnsnn11snsn

snsn1n1n1n1nnn1n111n1n

snsnn1n1nnnnn11nn

snsn11n1n1nn11111

+++++++++

+++++++++

++++

++++

⋅++⋅+⋅−−⋅−

⋅++⋅+⋅−−⋅−

⋅−−⋅−⋅++⋅

⋅−−⋅−⋅++⋅

 	����������
	. ���������
 �����
� ����
��� 2

i

2

i
)ex(=)ex( −−

( sn1,...,=i + ). �������
 ��
��
��
� ����� �
�" �����
� ��
��
�� ����
�
��

(*) ��	 ������
�� ������� x � �����
�
 �� 
��	 - �� ��

� 1 - ������������
. 

0����
� ������
�. 



���������	)��

�)��
	����*�9���6��
���	��)��

�)��
	����*�����)������� �)�"��#)�%������

� (<�

.���� ����� ����
� ����
�������$ �����
� ����
�
�� (*) 
� ���

�
����������" �����
�	 xx: →ϕ , � ��� ����������
�� �����
��� �
� �����
�	

xx:1 →−ϕ � �������
���� sn

s
E + , ��

�� ��
��
�
 �����������
��
 (*). 

����� 2.  ���	������� �	�������� ������� �
������ (*) �

�	�	���������� �	#$$��������� ��� #��������
ij

a  - ��
��	�������, 	��

����� �� ��
��� ���� 	�����������.

 	����������
	. *�� ��������
� �������$ - ����$ ���
������

!�������
�
� - ��	 ����� ����
�� �����
��$
�� ���
������. .������
, ���

��������
�� ��

� 
� �����
	���	. 0���� ������� !��� ���
������ �����

��
��
� ������
�
� � 
�������
� ��!))����
��
� �� ���	���
1

x ,..., 
n

x , 
� ���

�� ������� ���
� 
��". ��������
 � ����
�
�	 �����
�	 (*) ������
���

������� ,0,...,0)x,...,x(
n1

. +��������
�	 ���
� !���� ������� ���������$
�	. -� �


������������	 � ������ � 
����������$
�� ���������
�� ���
��. ��� �� �

�����������", � /�

� ������
�. 

�����
 
� ������
��
�
 

���������� �������
���� sn

s
E + ��������$
� �

���������������� 
������� ��������� 
������ � ������"#�� �� ���������

�������
���� snE + . .�	 ������	, ������� � ����� �������
���� snE + ����


����
����$ ������
� )x,...,x,x,...,x(
sn1nn1 ++
� )x,...,x,x,...,x(

sn1nn1 ++
. '�� �����������	 �

��� ���$", ����� �����
�	
 ��������������� �������
���� sn

s
E + ����������$

��� �� ���������
�" ���
���������" ���������" ��������� �����
�	

��������� �������
���� snE + . 

 ������ 2. ����� ,...,x,x,...,x()x,...,x,x,...,x(xx:
1nn1sn1nn1

1

+++
− →→ :ϕ )x

sn+
 - 

�
������ ( 
������� 
	���� ������ o ) 
 ��	�������
� sn

s
E + , ������	�

���	
���	
����� (*). �	��� 	�	
������� ,...,x,x,...,x()x,...,x,x,...,x(
1nn1sn1nn1 +++

→ )x
sn+

� )x,...,x,x,...,x()x,...,x,x,...,x(
sn1nn1sn1nn1 ++++

→ ���� ����	� � 	
����	� �
����	
�

�
������ ( 
������� 
	���� ������ o ) 
 ��	�������
� snE + . %������ #���
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� (=�

�
����	
�� �
������ 
�	��� 	����������� ���������� ��&������ �������

���
����� (*); �		�
����
����� ���
�	�
����	
�� ����	�������

�	��������� ����	������� �	�������� #��� �
������, 
������ ��
�� �

������ ���
��, - 	
������ � ���
�	�
����	
�� �	���������. 

 	����������
	. ����$ )x,...,x,x,...,x(
sn1nn1 ++

 - ��������$
� �����

�	 �����

� snE + . ����
����
 ������ n ����� �����������
�	 (*) ��� �����
� ��
��
��

����
�
�� ��	 ������
��
n1

x,...,x � ����

�
� ������
���
�
n1

x,...,x �
sn1n

x,...,x
++

. 

0�� ��� �� /�

� 2 �����������$ �����
� ������
 �� 
��	, �� �����
� �
���, 

�����
 ���
����

��, �� �
��
n1

x,...,x . ��������		 �
���
�	
sn1nn1

x,...,x,x,...,x
++
�

������ ����� �����"#�� s ����� �����������
�	 (*), 
�����
 ������
���

sn1n
x,...,x

++
. 0�
 ��
�
 �������	"��	 �����
�� xx:1 →−ϕ � sn

s
E + � ������

��������
�� )x,...,x,x,...,x()x,...,x,x,...,x(
sn1nn1sn1nn1 ++++

→ � snE + , �����

�� � �����
�. 

������

�� ��������
�� �����
	�� 
����� o � �����
	�� ���������

���������
�" ���
� ��������. 3���������$
�, �� �����
� 1 (����
���
��

�����	 �����), �
� ���$ �����
�� � snE +  (���#�
�� ������ 
����� o ). '�� ��

�������� ����
������"��	 � ��	 ������� �����

��� � �����
� ��������
�	 �

snE + . 4�������
�	 �����
� � ���
������� � ��, ��� ��� �����
�	 � snE +

����
������
�� - ������
�. ������
� �����, ��� ��������������� �����
�"

xx: →ϕ ���������	"��	 �� �� ��
�� ��������� �����
�	. 0����
� ������
�. 

 ������ 3. ����� )x,...,x,x,...,x()x,...,x,x,...,x(
sn1nn1sn1nn1 ++++

→  - �
������ (


������� 
	���� ������ o ) 
 ��	�������
� snE + , ������	� ��������

���	
���	
�����. ����� ��
�� 
������ n -������ (���
�� ������ s -������) 

����	������� �	�������� #�	�	 ���	
���	
���� - ��
��	�������. �	���

���
�� ������ s -������ (��
�� 
������ n -������) ����	������� �	��������

���	
���	
���� 
 snE +  - ����� ��
��	�������, � 	�	
�������

)x,...,x,x,...,x()x,...,x,x,...,x(
sn1nn1sn1nn1 ++++

→ � )x,...,x,x,...,x()x,...,x,x,...,x(
sn1nn1sn1nn1 ++++

→ ����

����	� � 	
����	� ���
�	�
����	
� �
������ ( 
������� 
	���� ������ o ) 




���������	)��

�)��
	����*�9���6��
���	��)��

�)��
	����*�����)������� �)�"��#)�%������

� (>�

��	�������
� sn

s
E + . 

'�� �����
� - �����
�	 � �����
� 2, ���������$���� ���������	 �� ��� ��

���
�. 

!�������	�

0����
� 1 ������
�, 
� �� ��#����
	��� � ���������� )��
��������

��� ���
�. � [6, ���. 263] ��
��
���$ ��
���
� � ������	
 �����
�, ���

����
��������	 ������
 "
���������

��"  �����
�� - ��
��
���$" ���������

�����������
�	; ��
��
���$ �������������$, ��� ����������� ���
����, ��
�


/���
��
 [7]. � [8, ���. 111, 112, 536] �����
����$
� ��������	 ����

�	

��
��
��
���$ �����������
�	 �������
���� 
� ���	, � � ���������$����

�����
� ���
�
	���	 ����
�� ����
�� ��
��
���� (�))�

����) 

�����������
�	, ����� ��	
�� �������	� � ��	
��. � ���
����
����� -  ����

������
����� - ������� �����
� � �����
�
�� ���������
��� ������	
�	


���� �����
� ��
�
	"� �������
�	
� �������
��� �����
�
�	 ���������

��
���, �����
 � ���������$����� ����� ���
�
	���	 ����
�� �))�

����

�����������
�	. .��� � ��
, ��� ���$" � ����
���
 ���
����
�����, 
������

������� [9], 	��	���	 �����
�� �������� ��	��� 
���� �����

�-��������

��

� �������
����

�-���
�

�� ���������
� ������� � �������$
�� ������

��
������$
����, ��������

�� 5���
 ��� ������
� ������
�����. 0���
����

���������$���� �����
� � ����� 
�������� ������	� ����������$ �� �����


[6, ���. 264, 265]. -� � )��
�������� � ���������$���� �����
� 1 - 

���
��������� ����
��$
��: � 
�� 
� ����������"��	 
� ��
��
���$, 
�


�������
���$, 
� �������
���$ ����
�������
��� �����������
�	, �����


�
���� � ��

�� 1 �����$��� ����������
	���	 
� ��������� �������
���� - ���

�
����� �
����� 0=s  (����
���
�� ���
�
�
�	 �����
� 1 � ���������$����

�����
� 2). 
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� &'�

+�� ��� ��
������$, �����������
�	
� ���������� ���#�
�"

��������������� �������
���� ��������

� ���������	"��	 ����
������
��

���#�
�	 ��������� �������
����. '�� ���
��������� ������
�� �����$����, 

�)��
�������

��� � �����
� 2. -�
� �����	 ��	
�� ���������$���� �����
�, �

������
 
� ���
�
	"��	 �����������
�	 ����������, � ���� ���
	

��������� �� ������ !�� 
������

�" �����
�. ������
�
�, !�� �����
�

����������
	���	 ����� 
� ������!�
����� � !�
����� 
������. +

����
���
�" ����$ 
��
� 
�����$ ���
�� ��������
�	 �����
�� ��	

���
��
�� ��
�����
�� 
����� � [10, ���. 103]. ������� � ��
�����
�



������
 ��	 ���
����� "� ����
"  ����
. +�
-5����
 �����������

���
��
���$ ��2���
�
�	 ������
 ��
��
��
���� �������
�	 
����� �

���������$
��, � ���������$
�� ������
� ��������
 � ��
�����
�



������
 [11, ���. 74, 85]. 

0����
� 2 �����
	�� �����$���� &�
��������, ������ ���

���
���������� ��
���
�	 �������$
�� ������ ��
������$
���� '�
 ���
�. 

'�� �����
� 
���	�
� ���������� � ���
������� �������
���� � ���
�
�, �

������
�� !���� ���
������	 � ���
������� 	���
�� ��
����
�	 ���
�
� �

�����#�
�	 ���
 � �
������$
�� �����
��. � 
���
��������
 ���
� ��#��

�����
�� !��� 	���
�� ������ 
��������

���$ �����
��$
�� ���
�����, 

������

�	 � ��

� 2; ��
���
, ��� 
��������

���$ �����
��$
�� ���
�����

���
�
	���	 � ���������� ��	 �������������� ������ �����
��

��������������� �������
���� ��� �����	#�� �� ������� ��	�
�� ��
��
�
� [6, 

���. 207]. '�� 	���
�	 ��������
� �#� � ��
, ��� �
 )���������

���������	"��	 ��	
�� � �����
�� �����
�	 � ���������
 �������
����. 

0����
� 2 ���� ����� ���������
�" ���
���������" �
����������"

)���������� ���
���� ��
������$
����, �
 ����)��
��������	 �����

����
���� ��������� �������� ��� �����
�	� � 

���
��
�
 ���������


�������
����: "�����, �	 
 �	 
����"  ���
� "���, �	 
 #�	 
����".  .�	 ��#���, 



���������	)��

�)��
	����*�9���6��
���	��)��

�)��
	����*�����)������� �)�"��#)�%������

� &(�


� ��	�����$
� ����
���� �������
���� ���
	 ���$ ������, � )����� �����

�������
���� - �������
��
��, � �
�����
 �
����� 2 - ����
������� %6���$

[12, ���. 97]. 0����
� 2 � 3 ���
���$" �������	"� ������������ 
����

���������
� � ���������������
� �����
�	
�. ����	�
�, !�� �����$����

���
������"� )������. 
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1. ��������� �.�.: � �����������
�� ���
�����
�� ������
�����. 

.�- 333�, 0�
 122, N 1, (1959)  

2. ��������� �.�.: �
� 
		 ���
����	 �������� ������
�����. 

"-����", &�����, 760 �. (1969)  

3. ��������� �.�.: -�������� ������� ������ ������
����� �

!�����������
 �������
����. �������$���� ,%4, ,��$���, 92 �. 

(1960)  

4. &���� �...: ��
��
��
�	 ��������

���$ ��#�� ��������

������
����� � �������
���� /�����������. 4��. ���
�����. ��., 

���. 23 (1980), c. 99-107  

5. �� ��
	� 7.%.: �� ��
�
 ����#�
�� �������� ������
�����. 

&���
. ��., T. 40, 8 3 (1956), c. 386-398  

6. �� ������ �.+.: ��
�
��� ���
����	 � ��
���
�� �
����. "-����", 

&�����, 664 �. (1964)  

7. ���
���� �.: � ��
�
��� !������
�. ���
��� ��
������$
����: 3�. 

����� ��������� ���	�����
�. - /., (1935) - 3. 51-129  

8. ����
)��$� (.�.: &
���
��
�� �������
����. "-����", &�����, 648 

�. (1966)  

9. ������
���� �... , ����

����� �.�.: 9�
���
�	 � ��
���
 ������

��
������$
����. ����
. /%4. 3��. 
���
�����, )����� � ��
��. 



0�12��3)��4
5�
/
521��
56���
521��
56��5��
	�7�

� &&�

���. 4. (1953), c.95-110  

10..������
 (.�., -������ 3.�., 5�
�
�� �.0.: 3����
�

�	

���
����	. "-����", &�����, 760 �. (1979)  

11.+�
-5����
 3.'.: -�������� ������� ���
����� � ����
. 

"5��
�����", &�����, 304 �. (1959)  

12.:����
��� '.: �������
����

�-���
�

�	 ��������� �����

��. 

"-����", &�����, 224 �. (1986)  

Abstract. A new geometry of pseudo-Euclidean motions is discussed. It is 

initiated by the well-known Pogorelov transformations for pairs of isometric surfaces 

in non-Euclidean spaces. An extension of the domain of applications of these 

transformations establishes direct and natural relations between pseudo-Euclidean 

motions and Euclidean ones, it explains a determining role of the Lorenz invariant of 

motion, a squared length of vectors, and completes results by Minkowski about 

geometric foundations of the special relativity theory of Einstein. 
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On the 2nd type curvature induced on plane distribution in 

projective space 

Olga Omelyan 

Abstract. In many-dimensional projective space plane distribution is 

considered. The group connection curvature of the 2nd type, induced by composite 

clothing of the plane distribution, is constructed. It is proved, that an immovability 

of pair planes, namely, Cartan' s plane and Bortolotti' s hyperplane in case of 

holonomic distribution implies the vanishing the curvature tensor of the 2nd type. 

Key words: Projective space ⋅  Plane distribution ⋅  Group connection ⋅

Curvature tensor ⋅  Composite clothing 

Mathematics Subject Classification: 58A30, 53C05 

In paper indexes take on the following values:  

.n1,m=,a;m1,=,i;n1,=,I +���

 1. In n -dimensional projective space n
P  we will consider distribution n

NS

[1,2] of m -dimensional centered planes 
*

m
P . The distribution is defined by the 

equations 
Ja

iJ

a

i
= ωΛω . Components of fundamental object of the 1st order }{= a

iJ

1 ΛΛ

of n
NS  satisfy the following differential comparisons modulo basic forms Iω :  

,d=0; a

b

b

iJ

K

J

a

iK

j

i

a

jJ

a

iJ

a

iJi

a

J

a

iJ
ωΛωΛωΛΛ∆Λωδ∆Λ +−−≡−

where 
a

J
δ  -- generalized Kronecker symbol. 

Earlier the composite clothing of the distribution n
NS  has been made [3,4]. It 

is consisted in assignment on it of two analoges of Cartan's plane and Norden's 
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normal of the 2nd kind, namely,  

,P=NA:N,P=CP:C *

m1m1mn1mn

*

m1mn −−−−−−
⊕⊕

and the clothing planes are defined by aggregate of points  

.AA=B,AAA=B
iiiai

i

aaa
λλλ +++

The object },,{=
ia

i

a
λλλλ  is a clothing quasitensor, containing 3 

subquasitensors 
i

a
λ , },{

a

i

a
λλ  and i

λ . Expressions for differentials of the points a
B

and i
B  look like: 

,A)tt(BtB)(=dB Ii

aIiaIi

Ji

aJb

b

aa
ωλω −++�

,AtB)(B)(=dB J

iJa

Ia

iIj

j

ii
ωω ++ ��

where components of nonspecial displacements tensor }t,t,t{=t
iJaI

i

aJ  [3] are 

functions of the 1st order fundamental object 1Λ , clothing quasitensor λ  and its 

pfafian derivatives },,{=
iJaI

i

aJ

' λλλλ , i.e. ),,(t=t '1 λλΛ . The tensor t  contains a series 

of elementary, simple and composite subtensors. The vanishing the tensor t

geometrically means the stationarity of pair planes )P,C(
1n1mn −−− , where Bortolotti's 

hyperplane represents plane strained on Cartan's plane 1mn
C

−−  and normal of the 2nd 

kind 1m
N

− , namely ]B,B[=P
ia1n− . 

 2. The principal fiber bundle [2] )U(G
n  is associated with the distribution. 

The base of )U(G
n  is area n

U  ( nn
PU ⊂ ) described by a center of plane 

*

m
P , and 

typical fiber --- a subgroup G  of stationarity for the centered plane 
*

m
P . In this fiber 

bundle by Lumiste's way [4] group connection is given by means of form 

K

K
=~ ωΓωω − , and 

}~,~,~,~,~{=~
a

i

a

a

bi

i

j
ωωωωωω

. Components of connection object 

},,,,,,,,,{=
abai

i

ab

i

aj

a

bc

a

biiaij

i

ja

i

jk
ΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓ

 satisfy the differential equations [2], in 

particular,  

,...(1)=,= Ii

jaI

i

ja

k

a

i

jk

i

ja

Ii

jkI

i

jk

i

jk
ωΓωωΓ∆ΓωΓω∆Γ +−+
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The group connection object Γ  contains a series of subobjects [2]. 

Components of curvature object 
,...}R,R,R{=R i

jab

i

jka

i

jkl  of the group connection Γ  are 

expressed [2] in terms of the components of �, their pfaffian derivatives and the 

components of 1Λ , for example,  

(2),=R,=R i

]kb

k

a[j

i

]ab[j

i

jab

i

]sl

s

k[j

a

]kl[

i

ja

i

]kl[j

i

jkl
ΓΓΓΓΓΛΓΓ −−−

,)(
2

1
=R i

]la

l

k[j

b

ka

i

jb

i

jak

i

jka

i

jka
ΓΓΛΓΓΓ −−−

and alternation is made in two last bottom indexes in square brackets, 

therefore 
0=R i

)kl(j , 
0=R i

)ab(j . The curvature object R  of the connection Γ  is a tensor 

and contains a series of subtensors, corresponding to subobjects of the connection 

object Γ . 

 3. In [3] it has been proved, that the distribution n
NS  and its composite 

clothing induce in the fiber bundle )U(G
n  the group connection of the 2nd type 

},,,,{= aI

02i

aJ

02a

bI

0

iJ

02i

jK

002

ΓΓΓΓΓΓ  with components defined, in particular, under formulas  

(3),2=,=
jik

k

a

a

ijij
ij

02

j

i

kk

i

j

i

a

a

jk

i

jk

0

λλλλΛλΓλδλδλΛΓ −+−−

.2)(=
iaj

j

aik

k

bb

j

a

b

ji

j

ajiai
ai

02

λλλλλλλλλΛλλλΓ −++−−

Let's construct the 2-nd type curvature generated by the group connection of 

2nd type, i.e. we will obtain scopes for the components of curvature tensor 
02

R  by 

object of the group connection 
02

Γ . From the expressions (2) defining the 

components of the curvature tensor R , it is visible, that thereto at first it is 

necessary to find scopes for pfaffian derivatives of the object Γ . Using the 

differential equations (1), expressions (3) and similar expressions for other 

components of the connection object 
02

Γ , we will find, that their pfaffian derivatives 

are expressed as follows:  

,22)()(=
jkijiklk

l

al

l

ak

a

ijijkl

l

a

b

jk

a

ib

a

ijk
ijk

02

λλλλλλλλΛλλλΛΛΛΓ −−++++
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(4),22)()(=
jaijiaka

k

bk

k

ba

b

ijijak

k

b

c

ja

b

ic

b

ija
ija

02

λλλλλλλλΛλλλΛΛΛΓ −−++++

),...2()(= j

abjijb

j

aiib

j

ajabiibajb

j

cj

j

cb

c

iaiabj

c

j

c

iab
iab

02

λλλλλλλλλλλλλλλλλΛλλλΛΓ +++−−+++

Turning back to the formulas (2) defining the curvature tensor R , we see, 

that for the obtaining of expressions for components of tensor 
02

R  it is necessary: 1) 

to find alternations of corresponding pfaffian derivatives (4), using symmetry of 

components 
a

iJK
Λ  of fundamental object of the 2nd order },{= a

iJK

12 ΛΛΛ  and 

symmetry of pfaffian derivatives of the 2nd order aIJ

i

aJKiJK
,, λλλ  for components of 

clothing quasitensor λ  of the distribution n
NS  in two last bottom indexes, 2) to 

calculate convolutions of corresponding components of the object Γ  and 1Λ  and 

also to find alternated convolutions for corresponding components of the 

connection object Γ . Thus, the expressions for components of the curvature tensor 

02

R  have the following form:  

,RR=R,R=R,R=R i

ab

b

]jk[

l

a

i

ljk

0
i

b

b

ajk

0i

ajk

02

j

j

iab

0

iab

02

ia

a

]jk[l

l

ijk

0

ijk

02

λΛλλλλΛλ −−−

(5)),(RR=R,RR=R k

akbab

b

]ij[l

k

a

l

kij

0

b

b

aij

0

aij

02
j

a

i

jbc

0
i

d

d

abc

0i

abc

02

λλλΛλλλλλ −−−−

,...RR=R
j

i

a

j

ibc

0

d

d

abc

0

abc

02

λλλ −

Expressions of scopes for the rest of components of the curvature tensor are 

defined under the formulas similar (5), but they have more awkward form. So, we 

have constructed the 2nd type curvature 
02

R  induced by the composite clothing of 

the distribution n
NS . 

 Remark 1 From formulas (5) it is visible, that into expressions for the 

components of the 2nd type curvature tensor 
02

R  components of curvature tensors of 

induced linear connections, which scopes have been found in paper [5], enter. 
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 Theorem 1 In case of holonomic distribution 
0)=( a

]ij[
Λ

 at vanishing the 

curvature tensors of induced plane 
i

jKL

0

R  and normal 
a

bIJ

0

R  linear connections the 

curvature tensor of the 2nd type 
02

R  vanishes. 

 Remark 2 The scopes for components of curvature tensors for induced 

linear connections represent the functions of components of nonspecial 

displacements tensor t , clothing quasitensor λ  and fundamental object 1Λ  of the 

distribution n
NS . 

Thus, the theorem 1 is equivalent to the following statement 

 Theorem 2 Immovability of pair planes, namely, Cartan' s plane and 

Bortolotti' s hyperplane ( 0=t ) in case of holonomic distribution implies the 

vanishing the 2nd type curvature tensor. 

 Remark 3 In paper [6] the generalized Ricci identities for components of the 

curvature tensor }R,R{ ijk

02i

jkl

0

 of the centerprojective subconnection },{ ij

02i

jk

0

ΓΓ  are 

introduced and it is shown, that they are fullfilled in case of holonomic 

distribution. 
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Laptev’s and Lumiste’s ways of the giving a connection in the 

principal fiber bundle 

Yu. I. Shevchenko 

Abstract. Two ways of the giving the group connection in the principal fiber 

bundle are considered, which are named as G.F. Laptev's and Yu.G. Lumiste's ways. 

It is shown, these ways are equivalent.  

Let )M(G
nr

 – a principal fiber bundle, which base is n -dimensional smooth 

manifold 
n

M , and typical fiber – Lie's group 
r

G . The structural equations of Laptev 

[1, 2] of the the principal fiber bundles )M(G
nr

 look like:  

(1)),rn1,n=,;n1,=,i(=D i

j

ji ++∧ �� αωωω

(2),C=D
i

i αγβα
βγ

α ωωωωω ∧+∧

where α
βγ

C  – structural constants of Lie group 
r

G , satisfying the condition of 

antisymmetry 0=C
)(

α
βγ

 and Jacobi's identities  

0.(3)=CC
}||{

γ
δε

α
γβ

The round brackets designate symmetry, and curly brackets – cycling. 

Let's set in the principal fiber bundle )M(G
nr

 the group connection by means of 

transformed fiber forms  

(4),=~ i

i
ωΓωω ααα −
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where αΓ
i

 – some functions. We differentiate the forms (4) with the help of the 

structural equations (1,2)  and take out the basic forms iω   

).(5)d(C=~D
i

j

iji

i αααγβα
βγ

α ωωΓΓωωωω +−∧+∧

Let's substitute expressions of the fiber forms αω  from the equalities (4) into the 

1-st summand  

).~~~~(C=C j

j

i

i

j

j

i

i
ωΓωΓωΓωωωΓωωωω γβγβγβγβα

βγ
γβα

βγ
∧+∧+∧+∧∧

In the 2-nd and 3-rd summands we shall return to initial fiber forms  

).~~(C=C j

j

i

i

j

j

i

i
ωΓωΓωΓωωωΓωωωω γβγβγβγβα

βγ
γβα

βγ
∧−∧+∧+∧∧

Let's open brackets, substitute into the equations (5) and rearrange summands  

+∧−∧ ji

ji
C~~C=~D ωωΓΓωωω γβα

βγ
γβα

βγ
α

).(6)CCd(
iii

j

iji

i βα
βγ

γγα
βγ

βααα ωΓωΓωωΓΓω −++−∧+

Entering tensor differential operator ∆   

(7),d=
i

j

ijii

α
β

βααα ωΓωΓΓ∆Γ +−

(8),C2= γα
βγ

α
β

ωω

write down the structural equations (6) more shortly  

.(9)C)(~~C=~D ji

jiii

i ωωΓΓω∆Γωωωω γβα
βγ

ααγβα
βγ

α ∧−+∧+∧

According to the theorem of Cartan–Laptev [3, 4] the forms (4) set the group 

connection, if on the base 
n

M  the field of connection object is given [4, p. 63, 83; 5]  

.(10)= j

ijii
ωΓω∆Γ ααα +

Substituting these differential equations into the structural equations (9), we 

have  

,R~~C=~D ji

ij
ωωωωω αγβα

βγ
α ∧+∧

and the components of the curvature object α
ij

R  of the group connection are 

expressed as follows [4, p. 93; 5]:  
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(11),C=R
ji]ij[ij

γβα
βγ

αα ΓΓΓ −

where the square brackets designate alternation. 

For the finding of the differential equations on the components of the curvature 

object α
ij

R  it is necessary to continue the equations (10), which in view of the 

designations (7) include the forms i

j
ω , α

β
ω , αω

i
. 

We differentiate the structural equations (1) and take out the basic forms  

0.=)D( ji

k

k

j

i

j
ωωωω ∧∧−

Let's solve the third-order equation on Laptev's lemma [1, 6]  

(12),=D i

jk

ki

k

k

j

i

j
ωωωωω ∧+∧

and the new forms i

jk
ω  satisfy the conditions 0=kji

jk
ωωω ∧∧ . For their 

performance of enough symmetry of the three-index forms on the bottom indexes  

0.(13)=i

]jk[
ω

We differentiate the forms (8) with the help of the structural equations (2)  

(14),CC2=D
i

i α
β

εδγ
δε

α
βγ

α
β

ωωωωω ∧+∧

.(15)C2=
ii

γα
βγ

α
β

ωω

Let's write down Jacobi`s identities (3) in the developed kind and multiply by 3  

)30.(=CCCCCC ′++ γ
βδ

α
εγ

γ
εβ

α
δγ

γ
δε

α
βγ

With their help we shall transform (cf. [ 2, p. 169] ) the 1-st set of the 

summands from the equations (14)  

=)CCCC2(=CC2 εδγ
βδ

α
εγ

γ
εβ

α
δγ

εδγ
δε

α
βγ

ωωωω ∧−−∧

=)CCCC2(=)CCCC2(= δγ
βδ

εα
γε

εγ
βε

δα
γδ

δγ
βδ

εα
εγ

εγ
εβ

δα
δγ

ωωωωωωωω ∧−∧−∧+∧−

.=)
2

1

2

1

2

1

2

1
2(= α

γ
γ
β

γ
β

α
γ

γ
β

α
γ

ωωωωωω ∧∧−∧−
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Here we have taken advantage anticommutative of external multiplication and 

antisymmetry of the constants α
βγ

C , and also the designation (8). In view of these 

transformations the structural equations (14) accept a kind [2]:  

.(16)=D
i

i α
β

α
γ

γ
β

α
β

ωωωωω ∧+∧

  

Lemma 1 .a=a
}{

γβα
αβγ

γβα
αβγ

ωωωωωω ∧∧∧∧   

Really,  

=)aaa(
3

1
=a

}{

γβα
γαββγααβγ

γβα
αβγ

ωωωωωω ∧∧++∧∧

=)aaa(
3

1
= γβα

γαβ
γβα

βγα
γβα

αβγ
ωωωωωωωωω ∧∧+∧∧+∧∧

=)aaa(
3

1
= αγβ

αβγ
βαγ

αβγ
γβα

αβγ
ωωωωωωωωω ∧∧+∧∧+∧∧

.a=a3
3

1
= γβα

αβγ
γβα

αβγ
ωωωωωω ∧∧∧∧

Differentiate the structural equations (2) by means of the equations (1) and take 

out the basic forms  

+∧+∧+−∧∧ )CCD(
iiij

j

i

i γβα
βγ

γβα
βγ

αα ωωωωωωωω

0.(17)=CCCC εδβγ
δε

α
βγ

γεδβ
δε

α
βγ

ωωωωωω ∧∧−∧∧+

Transform last two summands  

=CC2=CCCC εδγβ
δε

α
βγ

εδβγ
δε

α
βγ

γεδβ
δε

α
βγ

ωωωωωωωωω ∧∧∧∧−∧∧

0=CC2=
}{

εδγβ
δε

α
γβ

ωωω ∧∧

in view of the lemma 1 and Jacobi's identities. Therefore the third-order 
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equation (17) will be transformed to a kind:  

0.=)CCD( i

iij

j

ii
ωωωωωωωω βγα

γβ
γα

βγ
βαα ∧∧−∧−∧−

Solving these equations on Laptev's lemma and using the designation (8), we 

have [1, 2]  

(18),=D
ij

j

ij

j

ii

αα
β

βαα ωωωωωωω ∧+∧+∧

and 0=ji

ij
ωωωα ∧∧ . Symmetry  

0.(19)=
]ij[

αω

sufficies for performance of these conditions. 

Now differentiate the differential equations (10) with the help of the structural 

equations (1, 12, 16, 18)  

0.=d
ij

j

j

j

i

j

ij

j

ik

k

j

j

i

k

jk

j

k

k

ij

j

ij

αα
β

βα
β

βαααα ωωωωΓωωΓωωΓωωΓωωΓωΓ ∧−∧−∧−∧+∧+∧+∧

Take out the forms jω  and take advantage the operator ∆   

0.=)( j

ijji

k

ijkij
ωωωΓωΓ∆Γ αα

β
βαα ∧++−

Solve the square-law equations on Cartan's lemma and write down result as 

comparisons modulo basic forms  

0.(20)
ijji

k

ijkij
≡++− αα

β
βαα ωωΓωΓ∆Γ

  

Lemma 2 0.=Cα
βγ

∆   

 Proof. Let's write down the action of the operator ∆   

.CCCdC=C α
δ

δ
βγ

δ
β

α
δγ

δ
γ

α
βδ

α
βγ

α
βγ

ωωω∆ +−−

Let's take advantage of the designation (8) and take out common multipliers  

.)CCCCCC2(dC=C εα
δε

δ
βγ

δ
βε

α
δγ

δ
γε

α
βδ

α
βγ

α
βγ

ω∆ −+−

By virtue of α
βγ

C  are constant and antisymmetric we have  

.)CCCCCC2(=C εδ
βγ

α
εδ

δ
εβ

α
γδ

δ
γε

α
βδ

α
βγ

ω∆ ++−

At last, using Jacobi's identities )(3' , we obtain proved equalities. 
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With the help of the equations (10) and lemma 2 we shall find differential 

comparisons on the components included in the formula (11) units γβα
βγ

ΓΓ
ji

C   

0.CC)C(
jijiji

≡++ γβα
βγ

γβα
βγ

γβα
βγ

ωΓΓωΓΓ∆

Let's take advantage of the designation (15)  

0.
2

1

2

1
)C(

jiijji
≡+− α

β
βα

γ
γγβα

βγ
ωΓωΓΓΓ∆

We use the comparisons (20)  

0.
2

1

2

1
)C(

ijjiij

k

ijkjiij
≡+++−− α

β
βα

β
βααγβα

βγ
α ωΓωΓωωΓΓΓΓ∆

According to the formula (11) we alternate these comparisons on the indexes i, 

j  

0.(21)R
]ij[

k

]ij[kij
≡+− ααα ωωΓ∆

In the symmetric case (13, 19) we have [4, p. 93]: 

0.R
ij

≡α∆

The structural equations (9) can be written down in the other kind:  

(22)),C(ˆˆC=ˆD j

jiii

i ωω∆ωωωω γβα
βγ

ααγβα
βγ

α ℑℑ−+ℑ∧+∧

where we use the forms i

i
=ˆ ωωω ααα ℑ−  instead of the forms (4). Then according 

to the theorem of Cartan–Laptev we shall obtain a little bit other differential equations 

of the connection object [1, 7]  

.(23)=C j

ij

j

jiii
ωωω∆ αγβα

βγ
αα ℑℑℑ−+ℑ

  

Remark 3 If αα Γ
ii

=ℑ , then carring last summand from the left part of the 

equations (23) into the right part, for coincidence to the equations (10) we have to 

count   

  

.(24)C=
jiijij

γβα
βγ

αα ΓΓΓ +ℑ

Substituting the differential equations (23) into the structural equations (22), we 
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have  

,ˆˆC=ˆD ji

ij
ωωωωω αγβα

βγ
α ∧ℜ+∧

.(25)=
]ij[ij

αα ℑℜ

  

Definition 4 Let's name the object αΓ
i

][
i

αℑ , which components satisfy the 

differential equations (10) [(23)], by the object of the group connection, set by way of 

Lumiste [Laptev], and the object α
ij

R ][
ij

αℜ , which components are under the formulas 

(11) [(25)], by object of Lumiste's [Laptev's] curvature of the group connection.   

We differentiate the equations (23), result similar summands, take out the basic 

forms jω  and use the operator ∆   

−ℑℑ+ℑℑ+ℑ−ℑℑ+ℑℑ+ℑ k

kjjkiij

k

kiikjij
)C(CC)C(C[ ωωω∆ εδγ

δε
γβα

βγ
βγα

βγ
εδβ

δε
βγα

βγ
α

0.=]C j

ijji

k

ijkji
ωωωωω αα

β
βαγβα

βγ
∧+ℑ+ℑ−ℑ−

Let's solve on Cartan's lemma and write down result as comparisons  

0.CC
ijji

k

ijkjiijij
≡+ℑ+ℑ−ℑ−ℑ−ℑ αα

β
βαγβα

βγ
βγα

βγ
α ωωωωω∆

Let's take advantage of the designation (15) and result similar summands  

0.(26)
ij

k

ijk)j||i(ij
≡+ℑ−ℑ+ℑ ααα

β
βα ωωω∆

  

Remark 5 The comparisons (26) turn out faster from the comparisons (20) by 

means of the remark 1 and lemma 2.   

According to the formula (25) we alternate the comparison (26)  

0.
]ij[

k

]ij[kij
≡+ℑ−ℜ ααα ωω∆

These comparisons to within designations coincide with the comparisons (21), 
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that is explained by the remark 1. Really, transferring in the formula (24) composed 

γβα
βγ

ΓΓ
ji

C  into the left part and alternating, we have αα
ijij

=R ℜ . Thus, it is fair 

  

Theorem 6 Laptev's and Lumiste's ways of the giving the group connection in 

the principal fiber bundle are equivalent [8, 9].   

  

Conclusion 7 In the principal fiber bundles one can apply two ways of the 

giving of the connection with the help of Laptev's [1, 3, 6, 7] and Lumiste's [4, p. 63, 

83; 5; 10] connection objects, which result to identical group connections;   

   

Conclusion 8 The comparison of two ways of the giving the group connection 

in the principal fiber bundles allows to prefer technically the way of Lumiste.   
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��
	���� ������������������������� ���� !�"��#���$�
%������

&'(')�*�+�,(-.�+/01+�

� ���������	 
�����
�	 ��
��
����
�	 �������

����� ���, ��	�� ���
��, �

�� �����  

�

������. ������ �
�����	� �
���	�� ��������� �
��
�����

��
�
�	� �
	��	
���	� �
����� 	�� �
����	��� �
��!��� A ���!����	
"


���� – ��� 	�
������ A -��
����	���.  

�������� 
����: �
����	
� �
��!
, ��
�
�	�� �
����, #-��
����	���
, 

�
��!
 $	�
�
���
�
�. 

�����
��

%���
���� ������ �
�����	� �
�
&�	�� 	��
�
�� �
��
�
� ��
���

�
��
����� ��
�
�	� �
	��	
���	� �
����� 	�� �
����	��� �
��!���

���!����	� ���
�. '�
��� ��
�
�	� �
	��	
���	� �-�
����� 	��

�
����	��� �
��!���, ��� 	�
������   A-��
����	���  � ������ (.). 

����
	����� (B.R. McDonald), ���	
 ��������������� � �	
"
�����		� 

�
	
"����� , 	���. [1], [31], [32]. 

�
����!��� �
���	�� $�� �
����� �������� ��������		
���

"�
���������� ����
&�	��, �
�
��� �������� �
 ���

��� �
����	� �
��! �

���. '���� 
���

�, �
&	
 ��������		�� 
���

� ������ � �����
���	��

��
�����	�� "�
������ 	�� ���� ���
�		��� �
��!��� (��
��� 	���. [5], [23]
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, [7]). (��

��� �
����	� �
��! � ��� ������� �
 �
"
, ��
 $�� ��������� �����

���	����		�� ���������	�� �����. *�����"����� ���
��, ��� 	���"
 �	�	��, 

���
�	��� ��������		�� �����, �
�
��� 	� 
����� ��&�� 
����� �
����	���

�
��!��� � ������, �.�. �
����	�� �
��������	�� ��"���� A �
�
&��		�� 	��

��
�
�
��	�� ���
� 
�	�� 	����
��	�	�� $����	�
�, ��� 	�
�������

��������	
 ���
��	, ��. ). (��"��
��, +. ,��!�� [9]. '���� 
���

�, �
&	


����	���� ��� ��
���� �
	��	
���	� ��	��	� ��
����	��� 	�� ������ 	�

��
�
�	�� �
	��	
 "�	����
��		�� A-�
����. *������		�� ��"���� − 


�
���	�� �
����	� �����	� �����, �����		� �&� � 19 ���� ,����
��
�

[10], � 	���� ������ �
���
� ��"���� �
&�� ���� ����� 	�������	�� ����
�. 

)�������������� ��"����, �
�
��� 
�	
�����		
 �������� ��"������ -����

(Weil), ����� ����
&�	�� ���&�, 	�������, � ������������
� ����������, 

�� �	��� �����
"
 ����, �
�
����, �������	!����	
� "�
������, ��. [11], [34], 

[34], [37].  

�
"���	
 [31] ��
��� � �����
���	�� A-�
���
����	���
 ��� ������	


�
�
�	�����	�� A-�
��
����. .
����	
, ��
 ����� ������	�� �
��
	�	��  A-

��
����	��� � �������� ��
�
�	�� �
��
�����. - 	���� ���
�� �
��
�������, 

��
 ���	
 � 
����	
�. '�� ��� $�
� �
��
� ��� �
�"
� ����� 
������� �

	����

��
���	�� 
�������	�� �
	���� A-�
���
����	���, ��. [7]. 

- A-��
����	���� �
&	
 �������� �
��
���� ��� ���
� − ��, �
�
���


�	
�����		
 A-�
���
����	����, � 
�����	��. '
"�� ��������	�	 �
��
�


 �
�, ��� 	���� $�������	�� �������� �
"�� �
��
���� �������� ��
�
�	��. 

%��� 	����	� ��� ��������, ����
� �
��"����� � ��
���� 23, � ��
�
�, �
�
�
�


�	
�������� 	� 
�
���	�� �
����	
� ����"
��	
� ��
��� /����, � ��
����  32 

� 38. 0������, ��
 ��
���� /���� ���	
 ���
�	� � 
�	
�	
� ��
���
�

��
�����	
� "�
������, $�� ��
��������� �������	� �
 ��� ��	�, ��. [30], [12], 

[35]. 

��
���� �
��
����� �������� ���&� 	� 
&��	�� 	�
� 
���� �
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�
����
�	� ���
��� ��� ���	��������	
��� A-�
���
����	��� (� ������

1��������� (Veldkamp) ��
���� 16). 

- ��
����  32 � 38 	����	� �

�
���
��, �

��������		
, 

�	���

�
���
��, ��
���
��		
"
 �	
&����� �
��
����� A-��
����	���� �

��
���
��		
"
 �	
&����� ���� � ����� �	�"����
�
� �
��!�

$	�
�
���
�
� A-��
����	����, �
�
�	�		�� 
 $�� �
�����
	��	!�� ��&��

�	
&����
� A-�
���
����	��� � ���� � ����� �����
� �
��!�

$	�
�
���
�
� "�	����
��		� �����
��	�	�� $����	�
�. *
��
�	
, ��


��������� �
��
����� � �
���
����	��� A-��
����	���� ��
�	� 
�������	�

��������
� �	�"����
�
� �
��!� $	�
�
���
�
� ��		
"
 A-��
����	����. 

1  A-���
���

��� � �	 ������������

*
	���� 
����� ��� ������
 A, ��� A-
����� ����� � 	���
���� ���
��

�����	��� � 
���	
� ������, ���	
 ��� �
	���� ���
���� (�
)������
����

$����	�
� � A-�
����, ������������ �
�
�������,  ���	   �  ��
�
�����
	 A-

�
�����. %��
�	��, ��
 A-�
���� � 
���� ������ �
&�� 	� �����

�
�
���	
��� "�	����
�
�, ���� &� 
	 ���-���� ����� ��	�����	��

�
�
���	
��� "�	����
�
�, �
 
	� �
"�� ����� ��
	�� �
�	
���. - ������ ����


	 �
���&�� A-�
���� ��
��, 	�
����� �"
 �������	
 A-
����

 (��. 	���. [1], 

[3], [27], [31]).  

%��
�	��, ��
 �
� �������	
 ������
 �
���
������� ��&�
� �	����	
�

�
��������	
� �
��!
 A, � �
�
�
� ���
�	����� ��������� �
���	


���	
����	�� ���
���:   

    • )A(Rad/A  − �
��,  

    • A ����� ���	����		�� ���������	�� �����,  

    • ��� 	� �	���������� $����	�� A 
���
��� �
�����		�� �����,  

    • ��� ���
"
 Ar ∈ ���
 r , ���
 r1 −  − �	���������� $����	�.  



234�5)6�234
7��8)6�5�3
9�:)�;�<
��
��4=>�?7
@
�	A>�3
	
�	
�
�	A>��
��4
B�

42

*
	����  A-������������ ������ � �����
���	�� �
 (.). ����
	�����

(B.R. McDonald) (��. [31]):   

��������
�� 1 ����� A − ��������
 ������. ���
���

��	
  A-

������������
 ���	��
��� ���
��� �
�
��������	� A-
�����, 
���

���
������  e ,,
1
�  e M

n
∈ ����
, ���  

    • A=M  e A
1

⊕⊕�  e
n
,  

    • 
�
���&�	�� AA →  e
i


�������		�� ���
����
i

1 e� ��������

�

�
���
���� �
����� ��� ��� n1,...,=i,i .  

�
�
���	
��� {  e ,,
1
�  e M}

n
⊆ 	�
����� A -������
 �
���� M . 

*
��
���� MK ⊆⊆ 	�
����� A -���������������
  A -��
����	��� � M , 

���� �"
 �
&	
 ������	
 �
�
�	��� �
 �
���� M .   

  

�������
�� 2  

         •  A-��
����	���
 �
&	
 �
"���	
 �������		
"
 
�������	�� ���	
����	


 ��������

���� ��� �
	��	
 �
�
&��		�� ��
�
�	�� �
���� 	�� �
����	��

�
��!
� A .  

• +��  A-��
����	���  	�� �
����	��� �
��!��� ���!����	� ���
�

��
��� ���!����	�� �����	
�
"�� − ��� 	��� !����, 	�������, 
�����

�
���, � ������ �
"�� A �������� ��"���
� -���� (��. 	���. [26]).  

*������� (��
���� 4) 	��
�
��� �
����	�� ��
�����  A-��
����	���  (��. 

[31], [3]). 2	� �������� ���������� ��������� ��
����:   
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 ������ 3 (����� %������) ����� M  − ���
��� ����������	� A-
�����, 

A  − ��������
 ������.  ����  

    • 
���  a ������
��	� ��
�� ������ A �� ��������
  aM=M, �� M=o ,  

    • 
���  a ������
��	� ��
�� ������ A � N ���
����� 
����� M ��

��������
 M= aM+N, �� M=N.  

   

  

 ������ 4 ����� A  − ��������
 ������ � 
����
����	
 ��
���
  a. 

 ���� ���  A -����������� �  M �


� 

���:  

    • !����������� G ����
��� ������������� �
�
������� M ����� �

������ �����, ����� G ����"��
�  mod  aM �
������
 ������������ M/ aM 

��� A/ aA.  

    • !����������� G ����
��� 
���
����	
 
��"
����
 �
�
������� M 

����� � ������ �����, ����� G ����
��� ������
  mod  aM �
��������

������������ M/ aM ��� A/ aA.  

    • ��"��� ������������ �
�
������� M ���
�"�� 
���
�����



��"
���� �
�
������� M.  

    • #��� {  e ,,
1
�  e }

n
� {  u ,,

1
�  u }

m
�������� 
���
����	
�

�������������
� �
�
�������, �� n=m � ���
����
� ����
�����
 M ��

��������
  e �
i

  u
i
, ni1 ≤≤ .  

�������
�� 5  .
 �����
&�	�� (d) ���������� ��
����

	��
��������		
 �������, ��
 ����������	
 ��� ������ A-������������ �

��

���������
 ����� $�


����, �
�
�
� �
&�� 	�
���� �"
 A-���

��
; $�


�����&��	�� ����������
 �
�
��, ��
 A − �
��������	
� �
��!
 (��. [1]).   

�������
�� 6  *����	�� $�
���	�� �
����
������	
���, �
 ����

���
�		
"
 �������� (��. [31] mcd ), ��
 ����
 A-��������������� A-
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������������ M ����
��� ��"
 A-������������
. 

2����	�� �
��
�, �.�. �
&	
 �� ���
� �
��
���� M, �
�
���


�	
�����		
 A-��
����	���
, ������	
 �
�
�	��� �
 �
���� M (�.�. ���� 
	

�
&� A-�
���
����	���
), McDonald 
�������� 
�������. 2����, � 
����

������, 	� �
�
&�����	, $�
 �
�
� �
���� �	
"�� �
	����  A-���������������

��
�
�	
"
 �
	��	
���	
"
 A-�
���� ��
����� ��� �������	� �
��
����, 

�
�
��� �
&	
 ������	
 �
�
�	��� �������	
 �
��
����� (��. 	���. [7]). 

0���� �� ����� ������&������� �
��� 
���"
 
�������	�� ����
	�����; ���

�
��&��, � ������ A-��
����	��� 	�� �
��!���, 
�������		��� � �. 2, 
��

��
�
�� �����	�� A-��
����	��� �
������� (��. ��
���� 15).   

��������� � ������
���

��� A-���
���

��

)����
���� ��������� A-��
����	���. *������
� 	���"
 �	������ �����

A-��
����	���� 	�� �
����	��� �
��!���, � ���&�� ���"
, 	�� �
����	���

��"������. %�������	�� 
�
���	��� �����	� �����, �����		� �&� � 19 ����

,����
��
� [10], �������� ���������� ���
���, ��� ��	��	�� ��"���� 	��

�
��������	�� ���
� T "�	����
��		�� 
�	�� 	����
��	�
�, �
���
�

�
�
�
"
 �������� �
����
� $�
� ��"���� (��. [9]).   

��������
�� 7   ���������� ���
���� ������� m   ��� �
��
 T

����
�
��� ����� ���
���� ���
��� ��� �
��
 T , ������� ��� �
������


������������ ��� T �


� �����

},,,{1, 12 −mηηη � �
 ��
����
� 0=mη

�������
�� 7  ����
�
�
1m0

p,p
−

� ����� ��� ����
� �������	
�

��"���� A 
�

	����� ������� ��
��!�� TA → ��������		
 
�������		�� ���

1m,0,=k −� ��������� 
���

�:  

.b=)(p;b=,A
k

def

k

i

i

1m

=0i

βηββ �
−

∈∀
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��"�
 �
��
��� ��������� ��
����� �������	� ��"���:   

!���� 8 ����� A  − ���������� ���
��� ������� m , η  − 

 �
�
�����. 

 ���� �


� 

���:  

    • A  − ��������
 ������ � 
����
����	
 ��
���
  a= Aη , 

    • ��
��	 mj1,Aj ≤≤η , �������� ��

� ������
��	
� ��
���
� � A , 

    • ������ A ���
����� ������ ������ ������
�� )x]/(x[T m , 

    • ���
���� ���
��� A ���
����� ���
���� ���
��
 
����� )T(
mm×

M ����  

.

b00

bb

0

bbb

0

10

1m10

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�
−

�

��

���

�

%��
�	�� �
	���� ���
��	 �
��� ([26]).   

��������
�� 9   ���
���� �
��� ������� m ���	��

 �
������
�����

���
���� ���
��� A , ������� ������


��� ����
��� �������	
 ������
 � ���


����
������� ��
���  a �	��������� �������:  

    •  a ∧≠− 01m  a 0=m ,  

    • /A  a R= ,  

    •  a   ����
��� ���
���

��	
 �
�����	
 ������������
.  
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)�
���	
��� ����
�	
"
 ��
����	����  a/ a 2 	�
����� %������ ���
��	 A .   

  

.���� ����
 (���
��
�� ����� 8 � [26]):   

 ������ 10 �
��
�	
� ���
���
� ������� ������� � %����	 1

�������� ������ ��
 �
������
���	
 ��������	
 ���
��	 ���� "
 �������.   

   

�������
�� 11  A -��
����	���� 	�� �������	��� T -��"������

�������� ��� R=T -�������� �
������.   

  

- ������, �
"�� A  − �
����	
� �
��!
 � ���������	�� �����
� �
�����

m , ����� ����
 ��������� ��
����:   

 ������ 12 ����� M − A-������������ � G={  e ,,
1
�  e }

r
 − �
�������


�� ����

� �
�
�������. #��� {  u ,,
1
�  u }

k
�
������� ����

� ���
���

�
������
	& $�


���� M, �����  

    • rk ≤ ,  

    • ����
 ���&����
�� �
�
��

��������� $�


����  e ,,
1
�  e

r
������
�

H={  u ,,
1
�  u ,

k
 e ,,

1k
�

+
 e }

r
����

� �
�
������� A -������������ M ,

    • 
��� ����

� G ���
��� �
������
�, �� ���
��� �
������
� �

����

� H .  

'������
������. ,
"�� 1=m  (�.�.  a {0}= ), �
 A �������� �
��� � �
�����

 
�
�
 �
����	�� ������ �����&��	��. - ����	����� ����� �������, ��
 1>m . 

+
��
��������
 ��
����� ���
�
� ������������
� �	���!�� �
 k . 

(i) *���� k=1. 

- $�
� ������ (a) ���
�	����� 
�����	
. 

Ad (b): *����
ii

r

=1i1
= eu ξ� . '�� ���  u

1
 − ��	��	
 	�
������, �
 �����

r1
,, ξξ �

 
�� �� 
�	� ���	�!� − � ��
���	
� ������ ��
�
����	��� �������		
"
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����������	��  u
1
� 	��
�
��� 	�	������ $����	�
� µ �
  a 1m− �� �
����� µ

u =
1

 o, ��
 �� ��
���
�����
 �"
 ��	��	
� 
������
���. 3���, 	���. 
1

ξ  − 

���	�!�, �
 �
&	
 
�������  e 1

11
= −ξ  u )(

i

1

1

r

2=i1
ξξ −−+�  e

i
, 
����� ��������, ��
 [  u ,

1

e ,,
2
�  e M=]

r
. 

 (ii) �����
��"���, ��
 (a), (b) ���
�	����� ��� ��� 2k1,k ≥− . 

.
 ��	��	
� 	�
������
��� { u ,,
1
�  u }

k
�������� ��	��	�� 	�
������
���

{ u ,,
1
�  u }

1k −
. �
"���	
 �����
�
&�	�� �	���!�� �
��� �
� 
�����

����	�����!�� $����	�
� G �
�
&���� {  u ,,
1
�  u ,

1k −
 e ,,

k
�  e }

r
�
���� M . +��

r=1k − �
����� [  u ,,
1
�  u M=]

1k −
, ��
 ��
���
����� �����
�
&�	�� ��	��	
�

	�
������
��� �
�
���	
��� {  u ,,
1
�  u ,

1k −
 u }

k
, �
$�
�� r<1k − , ����
������	


���	
 ��
����
 (a). 

Ad (b): '
"�� $����	�  u
k
�
&	
 �
"���	
 �����
�
&�	�� 
������� �

����  

.=
ii

r

k=i
ii

1k

=1i
k

euu ξξ �� +
−

 (1) 

%� 
�	
��	�� ��	��	
� 	�
������
��� { u ,,
1
�  u }

k
��������, ��
 �����

rk
,, ξξ �  
�� �� 
�	� ���	�!� − � ��
���	
� ������ ��
�
����	���

�������		
"
 $����	��  u
k
� 	��
�
��� 	�	������ $����	�
� µ �
  a 1m− ��

�
����� )(
1

µξ  u )(
1k1 −

++ µξ�  u µ−
−1k

 u =
k

 o, ��
 �������� ��
���
������ �

��	��	
� 	�
������
���� ��		
"
 �	
&�����. *����, 	� ����� 
��	
���, 
k

ξ  − 

���	�!�. '
"�� �
 ((1)) �������  e )(=
i

1

k

1k

=1ik
ξξ −−

−�  u )(
i

1

k

r

1k=ii
ξξ −

+
−+�  e

i
, 
�����

��������, ��
 [  u ,,
1
�  u

k
 e ,,

1k
�

+
 e M=]

r
, ����� 
���

� �� �
��
��� (b). 

.
 ��������� ������
� �������, ��
 �
 ��	��	
� 	�
������
��� G

�������� ��	��	�� 	�
������
��� H , �.�. ���
�	����� (c).   
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"���
���� 13              

    • 3��� � A-��
����	���� ���� M 
��	 ��
�� 
���

��		�� n

$����	����, �
 ���
� �"
 ��
�� ����� �
&� n $����	�
�. 4���
 n 	�
������� A-

��
���	
���� �
���� M . 

 (5�
 ����������
, ��� �� �&� ���
��� � 
�����	��, ��� ����
"


��
�
�	
"
 �
���� 	�� �
��������	�� �
��!
�)  

    • .
 ���
� ������� "�	����
�
� A-��
����	���� M �
&	
 �������

��
�� M.  (5�
 � �
�� &� �������� �
 '�
���� (c) ��� ����
"
 �
���� 	��

�
����	�� �
��!
�) 

  - 	���� ������ ���� �
"
 ���	
:  

    • ����� ��	��	
 	�
�������� ������� �
&	
 �
�
�	��� 	� ��
�� A-

��
����	���� M .  

    • ����� ���������	�� ��	��	
 	�
�������� ������� �������� ��
��
�

A-��
����	���� M .  

.
 ��������� 14 ��������, ��
 ��� A-��
����	��� 	�� �
����	�� �
��!
�

	��� �������������
"
 ����, ���	
 � 
����	
� �����&��	�� � �����
&�	��


�����	�� 6. +�����	��� �
��
	�	���� M �������� ����� 
���

� ��� �"


��
�
�	�� �
��
����, ��
 ����&����� ��������� ��
���
�:   

 ������ 14     ���
�����  �   A-������������    M    ����
��� A-

���������������
 ����� � ������ �����, ����� ����
��� �������	


���
����

 A-
����� M (�.
. 
��� K 
��� A-������������
).   

*�������	�� A-�
���
����	���, � ��&� �����, 	�
��
�	� ���� A-

��
����	���
�. ��������� ��
���� �
��
�����, ��
 ��������	�� A-

�
���
����	��� �������� A-��
����	���
� �
"�� � �
���
 �
"��, �
"�� � �����

�������� A-��
����	���
�. %��
�	��, ��
 ��� �
���
����	���� 	�
�������
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������
������	
�, ���� � ���������� � ����� − A-�
���
����	���� (��. 	���. 

[36]). 

��������� ��
����, ��� ��� � ��� �����&��	��, �
�
��� �� �������, 

����������� ��� A -��
����	��� 	�� ����� �
����	�� �
��!
� � 	���

�
��	�	�� ���������	�� �����
�. 3� ������	
� �
��
��������
 �������	
 �

���
�� [14].   

 ������ 15 ����� K, L − A -��������������� A -������������ M . 

 ���� LK + ����
��� A -���������������
 ����� � ������ �����, ����� LK ∩

− A -���������������. 

- $�
� ������ ����������� �
����� ŁdimK=)LK()LK( imdimdimd +∩++ .   

+���� �
��&�� �������� ��� �
"
, ��
�� �
��
���� MK ⊆⊆ ������� A -

�
���
����	���
� (��. ��
���� 23). ��������� 	����� � ��������� 39. +����

����� �
����� �������
��	�� � ��
����� ������� "�	����
�
� ���
"


�
��
���� � M  (��. ��
���� 22). 

   

����
���
�� 16  - ���������, ���� 	� ���
�	
 �	���, ����
 A 

	�����

�������	�� T -��"���� �
����� m � M n -���	
� A -��
����	���
.   

'�� ��� AT ⊆ , 
�����	
, ��
 ���
� A -(�
�)�
���� �
&	
 �������������

��� ����
�	
� ��
����	���
 	�� T . 

���!����	
 ��� A -(�
�)��
����	���, � ����
�, ��
 ���
� ������ A

�
&	
 
������� � ���� Tb,b
i

i

i

1m

=0i
∈�

−
η , ��������:   

!���� 17 (���
 n-

���
 A-������������ M ����
��� mn -

��	


�
�����	
 ������������
 ��� T. #��� {  e ,,
1
�  e }

n
 − �
�����	� ����� M ���

A-������������, �� ����

� �
������ {  e ,,
1
�  e 1m

n1n
,,,,, −��e�e ��  e 1m

1
,, −��  e }

n

����
��� ������
 M ��� �
�������� ������������ ��� T .   
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����
���
�� 18 )��� �����
��� � 	�"���	
���, A-������
 �����

	�
����� ��
�� M  (��� A -
�����), � T - ������
 − ����� M  (��� ����
�	
�

��
����	���
). *
�
�	�� 
���

�, ������ � �����
���	�� A -���

������   �

T -���

������. T -����� � T -���

������ �
&	
 ������������� � ��&�
"


�
��
���� MK ⊆⊆ .

- ����	����� �
	������ �����, ���

������ � �


����� �
�
�������

���
"
 A-(�
�)�
���� ���"�� �
	����� ��
��, ��
���	
��� �, �

��������		
, 

��������
 "�	����
�
� 
�� A.   

"���
���� 19 ����� M �����������
 A -������������ � {  e ,,
1
�  e }

n
 − 

A -�����. )��
�
��
 ����

� �
�����	& ��������������
1m0

P,,P
−

� ���  T: 

1,m10],,,[=P
n

j

1

j

j
−≤≤ee ηη �

 ���� �


� 

���:   

    • ,PPP=M
1m10 −

⊕⊕⊕ �   

    • ∀  x (!M ∃∈  x ,,
0
�  x :P) m

01m
∈

−
 x j1m

=0i
= η�

−  x
j
.  

   

5����	� A∈η �
�
&���� 	� A -��
����	���� M ��������		�� ��
�
�
�

$	�
�
���
� (��	��	�� 
�����
�), �
�
��� 
�

	���� ���&� η , ���������

���
����:  

.=)(:M xxx ηη∈∀  (2) 

*���� K  − �
��
���� A-��
����	���� M � K|=ηϑ . .���� ����
:   

!���� 20 !���

� },,{
s1
uu � ������
� A-����� K ����� � ������ �����, 

����� },,{
s

km

1

km uu −− ηη � ��� ��"���� m,1,=k � ����
��� T -������
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1kk
erKerK odm −ϑϑ .   

 ������ 21 !��
����
� ����

�
r0

B,,B � ���
��"
��� � M �����, 

���   

    • ����

�
r1r0

BBB ∪∪∪
−

�  je A-����� M,  

    • ����

�
1r

1m

1

1rm

0

rm BBB
−

−+−− ∪∪∪ ηηη � ������
� ��� A 
����� K.  

��� $��
 ,mr,1r ≤≤  − ����������
 ����� �� ��������


1rr
erKerK KK −⊂/∧⊆ ηη .   

'������
������. )����
���� $	�
�
��
� η  (��. (2)), �
�
�
"



"��	���	�� K|=ηϑ �������� $	�
�
���
�
� 	� K . '�� ��� M  − ��
�
�	��

�
����, �
 �
 [25] ��������, ��
  

.mj,0=MK jmj
erK ≤≤∩ −ϑη  (3) 

-����� 
�

	���	�� ,mr1,r ≤≤∈N ��� �
�
�
"
 1rr
erKerK KK −⊂/∧⊆ ηη . 

*
���
�� ��������
 $����	�
�
1rs

2rs2s
1s1s0s0s1

,,
1

,,,,
1

,,,
1

,,,
−− +++

uuuuuuuu ����� , 

�
�
��� ����� ��������� ��
����
:  

krs
1krs1s

1kr

0s

1kr

0s

kr

1

kr ,,
1

,,,,
1

,,,
−−−

−−−−−−

++
uuuuuu ���� ηηηη


���
��� T -��
�� Ker kϑ  mod Ker 1r<k<,11k −−ϑ . 

'�� ��� r

0s1 erK},,{ ϑ⊆uu � , �
, �������� (3), $�� $����	�� ���	����&��

Mrm−η , ����
������	
 ����������
0s1

,, vv � �
 M �����, ��
  

.si,1=
0i

rm

i
≤≤− vu η  (4) 

#	��
"��	
, �
 k

krs
1krs

Ker},,
1

{ ϑ⊆
+ −−−

uu � �������� �������
��	��

krs
1krs

,,
1 −−− +

vv � �
 M �
 ��
�������  

1.r,1,=prok,si1s,=
kr1kri

km

i
−≤≤+

−−−
−

�vu η  (5) 
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*
�
&�� },,{=B
0s10
vv �  a ,11,r=k},,,

1
{=B

krs
1krskr

�� −
+ −−−

−
vv �� ��������, ��


��		�� �	
&����� ����� ��������� ��
�����.   

.
 �������		
� ���� ����� 20 �������� ��������� ��
����. 

  

 ������ 22 ���
����� K ����
��� A-���������������
 � M ����� �

������ �����, ����� ���
����
�
0

s N∈ ���, ��� ��� ������������� m,1,=k �

�	�����
��� ������
 s=odm 1kk
erKerKimd

−ϑϑ .    � $��
 �����
 s ����
��� A-

���

������� K .   

 2.  ���#�� $
����������� A -���
���

��

2��
�������, ��
 �
��!
 $	�
�
���
�
� A -��
����	���� M � ���������

�"
 �����
� (���������	�� 
���

�) 
���&��� �
�	
���� ��������� A -

��
����	����, �"
 A -�
��
����� � A -�
���
����	���.   

 ������ 23 ����� K  − ���
����� A -������������ M .  ���� �� M

���
������ $���
�����
	 f � g ����
, ���1 

.S=g,S=f mIerK

+
��
��������
 �������		
� ���� ��
���� 
�	
�������� ���&�� ���"


	� ��
���� 21.   

����
���
�� 24               

• ����
�
� P 
�

	���� �
��!
 $	�
�
���
�
� A -��
����	���� M , �.�. 

),M(ndE=P ��
&�	��� $	�
�
���
�
� Pg,f ∈ �
��

������� $	�
�
���
�

))(f(g=))(fg( xx .  

                                                
1
0������, ��
 � 
���� ������ $�� ��
���� ��� �
����� 	�� ����� �
��!
� 	� ����� ����
 (������
� �
��

(��
�
�	��) �
���� Z , �"
 �
��
���� ���	� ����� 	� �������� ���
� 	����
"
 $	�
�
���
�� 	� Z )
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       • +�� PJ ⊆ ����
�
� )J(L 
�

	����� ����� �	�"����
� �
��	
&����� J , 

          �.�.  

}o=fg:Jg;Pf{=)J(L ∈∀∈

           � ����
�
� )J(R ������ �	�"����
�, �.�.  

}.o=gf:Jg;Pf{=)J(R ∈∀∈

• ����
�
� L (P) 
�

	����� ������� ��� ���� �	�"����
�
� 	� �
��!�

P � ����
�
� )P(R  − ������� ��� ����� �	�"����
�
�. ����
�
� )M(U

�	
&����
 ��� �
��
����� A-��
�������� M .  

    • +�� ���
"
 �
��
���� )M(US ∈ ����� 
�

	�����  

}.S)(f:M;Pf{=)S(Q},=)(f:S;Pf{=)S(N ∈∈∀∈∈∀∈ xxoxx

(.���� ����
 }.)Sf;Pf{=)S(Q},fS;Pf{=)S(N mIerK ⊆∈⊆∈   

    • +�� ��&�
"
 J � P 
�

	����  

)}.(f=:M,Jf;M{=)J(M},=)(f:Jf;M{=)J(K yxyxoxx ∈∃∈∃∈∈∀∈

(.���� ����
 .)f=)J(M,f=)J(K mIerK JfJf �� ∈∈

   

�������
�� 25 ��"�
 ��������� � �
�, ��
 ��� ���� PJ ⊆ , )M(US ⊆

�������� )J(L � )S(Q ������ �������� �
��!� P , � )J(R � )S(N  − ������

������ P . 

'��&� ����������
, ��
 ��� ���� PH,J),P(US,U ⊆∈ ����������
:  

),H(L)J(L),H(R)J(R),H(M)J(M),H(K)J(KHJ ⊇⊇⊆⊇�⊆

).S(Q)U(Q),S(N)U(NSU ⊆⊇�⊆

  

   

!���� 26 '�� ������ ���
����� S � M �����
�����: 



234�5)6�234
7��8)6�5�3
9�:)�;�<
��
��4=>�?7
@
�	A>�3
	
�	
�
�	A>��
��4
B�

54

.S=))S(Q(M,S=))S(N(K

  

+
��
��������
 �������		
� ���� ����� 
�	
�������� 	� ��
���� 23. 

  

!���� 27 '�� ������ ���
��"
���� PJ ⊆ �����
�����: 

).J(L=))J(K(Q),J(R=))J(M(N

  

+
��
��������
 $�
"
 ����&��	�� �	��
"��	
 ������, �
"�� M  − 

����
�	
� ��
����	���
, ��. [4].  

���������� ���� 26 � 27 �������� ��������� �����&��	��.   

!���� 28 '�� ���	& ���
����
� S  v M �


� 

���: 

)).S(N(L=)S(Q)),S(Q(R=)S(N

  

   

�������
�� 29 *� ���������� �	%
 �	�
��
�, ��� )S(N  − $�


��

)P(R � )S(Q  − $�


�� L (P);  ��� ��
& )M(US ∈ .   

   

!���� 30 '�� ������ ������� ����������� )P(RH ∈ � ��� ������ �
����

���������� )P(LJ ∈ �����
�����: 

.J=))J(M(Q,H=))H(K(N

  

5�
 �����&��	�� ���
��
�� ����� 26 � 27 �
��
������� ��� � ���

����
�	� ��
����	��� (
���� ��. [4]).  

(���� ������������� 
�����
�� N , K , Q , M , L , R ��� 
�
���&�	��

�

����������� ��
���
��		� �	
&����. .���� ����
 ��
���� ����"
��	
�

��
��� /����.   
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 ������ 31              

    • )�
�����	 N � K �������� ����
�� ������
	
 �������
�����
	

��������
��	& 
��"
��� )),M(U( ⊆ � )),P(R( ⊆ . 

    • )�
�����	 Q � M �������� ����
�� ������
	
 ���
�����
	

��������
��	& 
��"
��� )),M(U( ⊆ � )),P(L( ⊆ . 

    • )�
�����	 L � R �������� ����
�� ������
	
 �������
�����
	

��������
��	& 
��"
��� )),P(R( ⊆ � )),P(L( ⊆ . 

    • +�"
����
�
���� ������

� ��

��������.  

  

- ��������� �
��
����� )M(U �� 
������ �
�����		�� �
��	
&�����

��� A -�
���
����	��� �
���� M . %������������ �
��
�, 
 �
� �
�
���

�
��	
&���� �� ����� �

�������
���� � L (P), �

��������		
 � R (P). %�


�	
��	�� ��
���� 14 �� ���
��
��� ��
����� ��
���!�� A -��
����	���� M .   

�������
�� 32   ���
���
� A -������������ M ����
�

 (���

���
�������) ����� ��

���
���	� $���
�����
 A -������������ M .

*��	���� �
 �	���	�� 
�	
�	�� ��
����� ��
��!�� �
����� (��. [8]) �

��
���� 14, 
�����	
, ��
 � 	���� ������ ���� � 
���
� ���
"
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�����
��	�	
"
 $	�
�
���
�� (�.�. ��
��!�� A -��
����	���� M ) A -

�
���
����	���� � M .   

   

����
���
�� 33   

  

    • ����
�
0

L (P) � )P(R
0

 − ��������
 ��� ���� � ����� "���	� 

�����
� �
��!� P �
�
&��		� �����
�	�	�� $����	�
�.  

    • ����
� )M(U
0

 − ��������
 ��� �
��
����� A -��
����	���� M . 

!���� 34 '�� ������� A -��������������� S � M �


� 

���:  

• ),P(R)S(N
0

∈

• ).P(L)S(Q
0

∈

   

!���� 35 #��� )P(RJ
0

∈ , �� ).M(U)J(K
0

∈   

   

 ������ 36 #��� ),P(LJ
0

∈ �� ).M(U)J(M
0

∈   

'����� �
&�� ��
������
���� ��
����, �
�
��� "
�
��� 
 �

�	
��	��

��&�� ��
���
��		��� ������	����. 

5�� ��
���� �������� �
�
�	�	��� ��
���� 31 � ������ � 	�� 
���
���

����"
��	�� ��
��� /���� ��� 	��� �
������ A -��
����	���, ��� $�
�, 

��
�	��� 
����	�� ��������� ��������� �
��
����� A -��
����	���� M �

�	�"����
�
� �
��!� �"
 $	�
�
���
�
� � ��
��	��
� ��
���� � �
�����	
 A-

�
���
����	�����. 

*
 ����	�	�� � �
����	��� ����
�	��� ��
����	������ (��. [4]) ���

�
����	
 ��
�
&�����	� �
����� (��. [28]) $�� ��������� � 
�������		
�

������ �
"���. 
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+�� �
�	
�� 
������, ��
 �

��������� ��&�� ��
���
��		��

��������
� ������	� �
��
	�	� A-�
���� � �������� ���� /����� �����
�

�
��!� $	�
�
���
�
� �
�
&��		� �����
��	�
� ��� �
����� 	��

��
�
�
��	�� �
��������	�� �	����	�� �
��!
� A �
������� � [21].   

  

 ������ 37   

    • )�
�����	 )M(U|N
0

 a )P(R|K
0

�������� ����
�� ������
	


�������
�����
	 ��������
��	& 
��"
��� )),M(U(
0

⊆ � )),P(R(
0

⊆ . 

    • )�
�����	 )M(U|Q
0

� )P(L|M
0

�������� ����
�� ������
	


���
�����
	 ��������
��	& 
��"
��� )),M(U(
0

⊆  a )),P(L(
0

⊆ . 

    • )�
�����	 )P(R|L
0

� )P(L|R
0

�������� ����
�� ������
	


�������
�����
	 ��������
��	& 
��"
��� )),P(R(
0

⊆ � )),P(L(
0

⊆ . 

    • !�
������ ������

� ��

��������; ���
���
 "0" ��������



�

������������ ���� �������		�� �������!�� ��		
"
 
�
���&�	��.  

"���
���� 38 ����� K  − ���
����� A -������������ M, P  − ������
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$���
�����
�� A -������������ M .  ���� ��
�����
 ��"
 ����
�
��	


������� ����������	.  

    • K ����
��� A -������������
 � M ,  

    • !


����� $���
�����
��, ����� �����	& ���
�"���� � K , 

������
� �
�	� �����	� ��
�� ������ P , �
�
��������	� �
�����	


��

���
���	
 $�


���
 �� P ,  

    • !


����� $���
�����
��, ���� �����	& ���
�"�� K , ������
�

����	� �����	� ��
�� ������ P , �
�
��������	� �
�����	
 ��

���
���	


$�


���
 �� P .  

  

  %�������
�
��  

5�� ���
�� �

	���� � ����� "��	�� P201/11/0356 4����
"
 "��	�
�
"


�"�	����� � 
���	�� *������������� 4� �� MSM 6198959214.   
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